
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2016 � 2017 ó÷åáíûé ãîä

5 � 6 ÊËÀÑÑ

1. Â êîìïàíèè èç ïÿòè ÷åëîâåê êàæäûé ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðûöàðåì, ëèáî ëæåöîì.
Ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ãîâîðÿò íåïðàâäó. Ïî âîïðîñó
î òîì, ñêîëüêî èìååòñÿ ðûöàðåé â êîìïàíèè, êàæäûé ñäåëàë ïî îäíîìó çàÿâ-
ëåíèþ. Ïåðâûé ñêàçàë, ÷òî ÷èñëî ðûöàðåé â êîìïàíèè ÷¼òíî, âòîðîé ñêàçàë,
÷òî îíî íå÷¼òíî. Òðåòèé ñêàçàë, ÷òî ÷èñëî ðûöàðåé äåëèòñÿ íà òðè, ÷åòâ¼ðòûé
ñêàçàë, ÷òî îíî íå äåëèòñÿ íà òðè. Íàêîíåö, ïÿòûé ñêàçàë, ÷òî ÷èñëî ðûöàðåé
äåëèòñÿ íà ÷åòûðå. Ìîæíî ëè ïî ýòèì äàííûì îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü, ñêîëüêî
â êîìïàíèè áûëî ðûöàðåé, è ñêîëüêî ëæåöîâ?

2. Äâà èãðîêà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ïåðåä íèìè ëåæàò äâå êó÷êè êàìíåé,
â ïåðâîé �- äâà êàìíÿ, à âî âòîðîé �- îäèí êàìåíü. Ó êàæäîãî èãðîêà èìååò-
ñÿ íåîãðàíè÷åííî ìíîãî êàìíåé. Èãðîêè õîäÿò ïî î÷åðåäè. Õîä ñîñòîèò â òîì,
÷òî èãðîê èëè óâåëè÷èâàåò â òðè ðàçà ÷èñëî êàìíåé â êàêîé-ëèáî êó÷êå, èëè
äîáàâëÿåò äâà êàìíÿ â îäíó èç êó÷. Âûèãðûâàåò òîò èãðîê, ïîñëå õîäà êîòî-
ðîãî â îáåèõ êó÷êàõ â ñóììå ñòàíåò íå ìåíåå 15 êàìíåé. Êòî âûèãðûâàåò ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå?

3. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê íóæíî çàêðàñèòü â êâàäðàòå 10 × 10,
÷òîáû â êàæäîì êâàäðàòå 3× 3 áûëà ðîâíî îäíà çàêðàøåííàÿ êëåòêà?

4. Ðåøèòü ÷èñëîâîé ðåáóñ ÏÈÎÍ×4=ÏÎÍÈ×3, ãäå ðàçíûì áóêâàì Ï, È, Î, Í
ñîïîñòàâëåíû ðàçíûå öèôðû. (Îáà ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ÷åòûð¼õçíà÷íûìè.)

5. Íà ïëîñêîñòè åñòü 6 îòðåçêîâ, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå ïàðàëëåëüíû. Íà
êàæäîì èç ýòèõ îòðåçêîâ îòìå÷åíû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãèìè îòðåçêàìè,
ïðè ýòîì íèêàêèå òðè îòðåçêà íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Èçâåñòíî, ÷òî
íà ïåðâîì îòðåçêå îòìå÷åíû 3 òî÷êè, íà âòîðîì 4, åù¼ íà òð¼õ ïî 5 òî÷åê.
Ñêîëüêî òî÷åê îòìå÷åíî íà ïîñëåäíåì îòðåçêå?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2016 � 2017 ó÷åáíûé ãîä

7 ÊËÀÑÑ

1. Ïÿòåðûì äåòÿì âûäàâàëè êîíôåòû. Ñíà÷àëà ïåðâîìó èç íèõ áûëî âûäàíî
ñêîëüêî-òî êîíôåò. Ïîòîì êàæäîìó ñëåäóþùåìó äàâàëè áîëüøå, ÷åì ïðåäûäó-
ùåìó, ñ òàêèì ðàñ÷¼òîì, ÷òîáû äåòè â ëþáîé ìîìåíò ìîãëè ðàçäåëèòü ïîðîâíó
âñå ïîëó÷åííûå êîíôåòû ìåæäó òåìè, êîìó îíè íà äàííûé ìîìåíò áûëè âûäà-
íû. Òðåáóåòñÿ ïðèäóìàòü ïðèìåð òàêîé ðàçäà÷è êîíôåò, òî åñòü óêàçàòü, êîìó
è ñêîëüêî áûëî âûäàíî, ÷òîáû âñå óêàçàííûå ñâîéñòâà âûïîëíÿëèñü.

2. Â íåêîòîðîì öàðñòâå èìååòñÿ 9 ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû äîðîãîé
(íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìîëèíåéíîé). Ïðè ýòîì èç ïÿòè ãîðîäîâ âûõîäèò ïî 4 äî-
ðîãè, à èç îñòàëüíûõ ÷åòûð¼õ ãîðîäîâ � ïî 3 äîðîãè. Ìîæåò ëè áûòü òàê, ÷òî
âñå ýòè ãîðîäà íåëüçÿ îáúåõàòü ïî äîðîãàì, âåðíóâøèñü íàçàä, è ïðè ýòîì íå
ïðîåçæàÿ íåñêîëüêî ðàç ÷åðåç îäèí è òîò æå ãîðîä? (Äîðîãè â ïðîìåæóòî÷íûõ
òî÷êàõ íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.)

3. Àëèñà âûïèñûâàåò íà äîñêå äâóçíà÷íûå ÷èñëà, ïðè÷åì êàæäîå ñëåäóþùåå áîëü-
øå ïðåäûäóùåãî, è îíî íà÷èíàåòñÿ ñ öèôðû, íà êîòîðóþ çàêàí÷èâàëîñü ïðåäû-
äóùåå. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîæåò áûòü âûïèñàíî íà äîñêå?

4. Ðåøèòü ÷èñëîâîé ðåáóñ ÏÈÎÍ×4=ÏÎÍÈ×3, ãäå ðàçíûì áóêâàì Ï, È, Î, Í
ñîïîñòàâëåíû ðàçíûå öèôðû. (Îáà ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ÷åòûð¼õçíà÷íûìè.)

5. Äàí êâàäðàò 4× 4, ðàçáèòûé íà åäèíè÷íûå êâàäðàòèêè. Â êâàäðàòèêàõ ðàçðå-
øàåòñÿ ïðîâåñòè îäíó èç äèàãîíàëåé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîâåä¼ííûå ëèíèè
íèãäå íå ïåðåñåêàëèñü (äàæå â âåðøèíàõ). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äèàãî-
íàëåé óäàñòñÿ ïðîâåñòè?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2016 � 2017 ó÷åáíûé ãîä

8 ÊËÀÑÑ

1. Ñåìåðûì äåòÿì âûäàâàëè êîíôåòû. Ñíà÷àëà ïåðâîìó èç íèõ áûëî âûäàíî
ñêîëüêî-òî êîíôåò. Ïîòîì êàæäîìó ñëåäóþùåìó äàâàëè áîëüøå, ÷åì ïðåäûäó-
ùåìó, ñ òàêèì ðàñ÷¼òîì, ÷òîáû äåòè â ëþáîé ìîìåíò ìîãëè ðàçäåëèòü ïîðîâíó
âñå ïîëó÷åííûå êîíôåòû ìåæäó òåìè, êîìó îíè íà äàííûé ìîìåíò áûëè âûäà-
íû. Òðåáóåòñÿ ïðèäóìàòü ïðèìåð òàêîé ðàçäà÷è êîíôåò, òî åñòü óêàçàòü, êîìó
è ñêîëüêî áûëî âûäàíî, ÷òîáû âñå óêàçàííûå ñâîéñòâà âûïîëíÿëèñü.

2. Â ðÿä âûñòðîèëèñü 100 ÷åëîâåê. Êàæäûé ñðåäè íèõ � ëèáî ðûöàðü, ëèáî ëæåö.
Ðûöàðü âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, ëæåö âñåãäà ãîâîðèò íåïðàâäó. Êàæäûé èç íèõ
ñêàçàë, ÷òî ëåâåå îò íåãî ëæåöîâ áîëüøå, ÷åì ðûöàðåé ïðàâåå îò íåãî. Ñêîëüêî
â ðÿäó ëæåöîâ è ñêîëüêî ðûöàðåé?

3. Èìååòñÿ n ≥ 3 îäèíàêîâûõ øàðîâ è òðè ïðîíóìåðîâàííûõ ÿùèêà. Ñðàâíèâàåò-
ñÿ ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü øàðû ïî ÿùèêàì òàê, ÷òîáû ïóñòûõ ÿùèêîâ ïðè
ýòîì íå îêàçàëîñü, è ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü øàðû òàê, ÷òî ðîâíî îäèí èç
ÿùèêîâ îêàæåòñÿ ïóñòûì. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n òî è äðóãîå ÷èñëî ñïîñîáîâ
áóäåò îäèíàêîâûì?

4. Äàí êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê 1×2016. Äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Õîäÿò
ïî î÷åðåäè. Çà îäèí õîä èãðàþùèé ìîæåò ïîêðàñèòü êëåòêè êàêîãî-òî ïðÿìî-
óãîëüíèêà 1× 1, 1× 3 èëè 1× 5 êëåòîê (äâà ðàçà êðàñèòü îäíó è òó æå êëåòêó
íåëüçÿ). Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî èç èãðîêîâ ìîæåò
îáåñïå÷èòü ñåáå ïîáåäó íåçàâèñèìî îò èãðû ñîïåðíèêà?

5. Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè ÷åòûðå êâàäðàòà è äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå
ïðÿìûå òàê, ÷òîáû êâàäðàòû íå èìåëè îáùèõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, è êàæäàÿ
ïðÿìàÿ ïåðåñåêàëà êàæäûé êâàäðàò ïî îòðåçêó?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2016 � 2017 ó÷åáíûé ãîä

9 ÊËÀÑÑ

1. Àðòóð íàïèñàë íà äîñêå íåêîòîðîå ÷èñëî N è óìíîæèë åãî íà êàæäîå èç ÷èñåë
6, 9 è 13. Ïîñëå ýòîãî îí îáíàðóæèë, ÷òî â çàïèñè ÷èñåë 6N , 9N , 13N êàæäàÿ
èç äåñÿòè öèôð âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Êàêîå ÷èñëî íàïèñàë Àðòóð?

2. ×èñëà a, b, c íåîòðèöàòåëüíû. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

2(a3 + b3 + c3) ≥ ab(a+ b) + ac(a+ c) + bc(b+ c).

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë ïðè âåðøèíå A ðàâåí 30 ãðàäóñàì, à óãîë ïðè âåð-
øèíå B ðàâåí 80 ãðàäóñàì. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà âûáðàíà òî÷êà M òàêàÿ, ÷òî
òðåóãîëüíèê BCM ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì. Íàéòè âåëè÷èíó óãëà MAB.

4. ×èñëà 1, 2, ... , 50 ðàçáèëè íà 10 ïÿò¼ðîê, è â êàæäîé ïÿò¼ðêå âçÿëè ñðåäíåå ïî
âåëè÷èíå ÷èñëî. Âçÿòûå 10 ÷èñåë ïðîñóììèðîâàëè. Êàêîå íàèìåíüøåå è êàêîå
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè ýòîì ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?

5. Íàéòè ïëîùàäü âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ, êîîðäèíàòû
(x; y) êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ 17x + 45 =
17y + 5xy.

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2016 � 2017 ó÷åáíûé ãîä

10 ÊËÀÑÑ

1. Óðàâíåíèå (x+ 3a)(x+ 3b) = 25 èìååò êîðåíü x = a+ b. Äîêàçàòü, ÷òî ab ≤ 1.

2. Èìååòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1 <
a2 < · · · < an. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî k îò 1 äî n ñóììà ïåðâûõ k ÷ëå-
íîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåëèòñÿ íà k. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
ïðèíèìàòü ñóììà ÷ëåíîâ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

3. ×åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 9, è ñóììà åãî òûñÿ÷ è ñîòåí â äâà ðàçà ìåíü-
øå ñóììû öèôð äåñÿòêîâ è åäèíèö. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ÷èñåë? Êàêîâû
ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå èç íèõ?

4. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2, ðàäèóñû êîòîðûõ ðàâíû 9 è 16 ñîîòâåòñòâåííî, êàñàþòñÿ
äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå A. Íà îêðóæíîñòè ω1 âûáðàíà òî÷êà B
íà ðàññòîÿíèè 9 îò A. Èç ýòîé òî÷êè ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ω2.
Íàéòè äëèíó îòðåçêà êàñàòåëüíîé.

5. Èìååòñÿ äîñêà 40 × 40, êëåòêè êîòîðîé ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, è
ìíîãî áóìàæíûõ ïîëîñîê, ñîñòîÿùèõ èç ïÿòè êëåòîê òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî è
êëåòêè äîñêè. Êàêèì íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ïîëîñîê ìîæíî íàêðûòü âñå
áåëûå êëåòêè äîñêè (ïîëîñêè ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ è âûëåçàòü çà êðàé äîñêè)?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2016 � 2017 ó÷åáíûé ãîä

11 ÊËÀÑÑ

1. Ïðèäóìàòü ïðèìåð ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

f(2x+ 1) + f(3x− 2) = x2 + x+ 1.

2. Èìååòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1 <
a2 < · · · < an. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî k îò 1 äî n ñóììà ïåðâûõ k ÷ëå-
íîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåëèòñÿ íà k. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
ïðèíèìàòü ñóììà ÷ëåíîâ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC èç âåðøèíû C ïðÿìîãî óãëà îïóùåíà
âûñîòà CH. Â òðåóãîëüíèêè ACH è BCH âïèñàíû îêðóæíîñòè; O1 è O2 � èõ
öåíòðû; P1 è P2 � èõ òî÷êè êàñàíèÿ ñ AC è BC. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå O1P1

è O2P2 ïåðåñåêàþòñÿ íà ãèïîòåíóçå AB.

4. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 2x2 = 3y2 + 5xy + x+ 4y + 20.

5. Â ñîñòÿçàíèè ïðèíèìàåò ó÷àñòèå 2016øêîëüíèêîâ. Â êàæäîì ðàóíäå âñå øêîëü-
íèêè äåëÿòñÿ íà äâå êîìàíäû, ñ ðàâíûì êîëè÷åñòâîì ó÷àñòíèêîâ. Íàéòè ìèíè-
ìàëüíîå ÷èñëî ïðîèñõîäÿùèõ ðàóíäîâ, ÷òîáû ëþáûå äâà øêîëüíèêà ïî êðàéíåé
ìåðå â îäíîì ðàóíäå áûëè â ðàçíûõ êîìàíäàõ.

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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